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1. Sea f : ℝ2 → ℝ definida por

f(x, y) =

{
xy(x2−y2)
x2+y2

si (x, y) ∕= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

a) Probar que:
∂f

∂x
(0, y) = −y, ∂f

∂y
(x, 0) = x,

para todo x ∈ ℝ e y ∈ ℝ.

b) Probar que existen las derivadas dobles cruzadas, pero que en (0, 0) se tiene:

∂2f

∂x∂y
(0, 0) ∕= ∂2f

∂y∂x
(0, 0).

c) ¿Es f una función de clase C1 en ℝ2?

d) ¿Es f una función de clase C2 en ℝ2?

2. a) Sea k > 0, encontrar el mı́nimo de la función f(x, y) = x+ y sobre el conjunto

{(x, y) ∈ ℝ2
≥0 : xy = k}.

b) Probar que, para todo (x, y) ∈ ℝ2, x, y > 0 vale que

x+ y

2
≥ √xy.

3. Sean a, b > 0. Calcular
∫∫

E
∣xy∣dxdy, donde E es la elipse {(x, y) ∈ ℝ2 : x2

a2
+ y2

b2
≤ 1}.

4. Sea f : ℝ→ ℝ una función de clase C1 y a < b. Probar que existe M > 0 tal que, para todo
x, y ∈ [a, b], se verifica ∣∣f(x)− f(y)

∣∣ ≤M
∣∣x− y∣∣.

5. Sea f : ℝ2 → ℝ una función continua tal que f(1, 2) = 0.

a) Sea 
 : [0, 1] → ℝ2 continua tal que 
(0) = (0, 0) y 
(1) = (1, 2). Si f(0, 0) = −1,
probar que existe un punto p en la imagen de 
 tal que f(p) = −1/2.

b) Probar que si f es de clase C1 y ∇f(1, 2) ∕= (0, 0), entonces existen infinitos puntos
p ∈ ℝ2 tales que f(p) = 0.

Justifique todas sus respuestas.


